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Diselo de controladores perodicos constantes por pedazos con
retroalimentacion de salida aplicando computad@n simbolica
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Abstract— Se presenta el disigo de un controlador periodico, Sin embargo, el problema de estabilizacion de Brockett
constante por pedazos con retroalimentadn de salida paraun  puede ser manejable considerando una clase reducida de

sistema lineal de segundo orden invariante en el tiempo, apk-  ¢qniroladores variantes en el tiempo, a saber: los contro-
imando simbolicamente su matriz de monodromia. Se obtiene - :
ladores periddicos en el tiempo.

el plano de estabilidad de los paametros del controlador y se

compara contra resultados de integradn numérica. . . .
La primera referencia en la literatura sobre el uso de

|. INTRODUCCION fuerzas periddicas para cambiar las propiedades de sistem
Considere el siguiente sistema lineal invariante en éinamicos fue reportada por Stephenson en [6], y décadas
tiempo [1] después por Kapitza en su famoso péndulo [7]. Esta clase
de control recibid el nombre de Control Vibracional por
x(t) = Ax(t)+Bu(t) (1) Meerkov en [8]. Después, el principio de control vibra@bn
y(t) = Cx(t) fue establecido en [9].
dondeA,B,C € R"™", x,y € R" y la operacion[ "] Para resolver el problema sobre el disefio de contro-
representa derivada con respecto al tiempo ladores periodicos, al menos dos enfoques se han desarrol-

Suponga que la matriA no es Hurwitz, luego es bien 540, E| primero enfoque usa el principio de promediacion
conocido que siA es controlable entonces [1] la ley def1) esta basado en el cambio de base en las coordenadas

control por retroalimentacion estatica sin memoria: de estado de sistema y es solo aplicable a una clase especial
u(t) = Kx(t) de sistemas dinamicos [11].
dondeK € R"*"; estabiliza el sistema (1). El segundo enfoque esta basado en el uso de funciones

Notese que, si solamente la saligét) esta disponible periddicas constantes por pedazos [12]. Recientemente en
entonces una ley de control con retroalimentacion deaalifl1l3] se establecid la condicibn necesaria y suficiente par
[2]: la estabilizacibn de sistemas una-entrada-una-salida ut

u(t) = Ky(t) lizando controladores periddicos constantes por pedazos
in embargo, tales resultados son de interés teoricostaha
Rora no existen resultados practicos sobre el disefio de
o d%ontroladores periddicos constantes por pedazos.

puede ser utilizada. Por otro lado, un observador de esta
clasico [3] es aplicable.

Sin embargo, la estabilizacion del sistema (1) pu
también llevada a cabo considerando una clase mas generat| gpjetivo del presente trabajo es desarrollar un marco
de controladores: controladores variantes en el tiempo. de trabajo para el disefio de tales controladores; haciendo

La formulacion del problema sobre utilizar controladoregnfasis en que el conjunto de sistemas estabilizables por
variantes en el tiempo es debida a Brockett [4]. una retroalimentacion de salida no es genérica, ver [2].

Problema 1: (Problema de estabilizacion de Brockett) | yego, el uso de controladores periodicos con retroali-
Dadas las matriced, B, C < R"*" del sistema (1). ¢Bajo mentacion de salida proporciona una herramienta simple
qué condiciones la ley de control variante en el tiempo e establizacion mas flexible que la retroalimentacién d

u(t) = K(t)y(t) salida, esto C(_)nsiderando el hecho que exist.en sistemf'is que
no son establizables por una retroalimentacién de salida.
existe tal que el sistema (1) es asintoticamente establ}?

El problema de estabilizacion de Brockett es considerado El desarrollo del trabajo es como sigue: en seccion Il
un problema abierto de control. Una solucion al problemge formula el problema a tratar. En seccion lll se estable
fué presentada por [5] el Teorema de Floquet como herramienta para realizar un

analisis de la estabilidad en sistemas periddicos. Ivhsnt
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II. FORMULACION DEL PROBLEMA es llamada la matriz monodromia del sistema (5)§]

En este trabajo consideraremos sistemas lineales de 58S valores propios\; de la matriz monodromia, llama-
gundo orden de una-entrada una-salida dados por: dos multiplicadores de Floquet, juegan un rol importante
para determinar la estabilidad de los sistemas LPT como
x(t)

Ax(t) + bu(t) (2) establece el siguiente teorema:
y(t) = c'x(t) Teorema 2:Sean); los multiplicadores Floquet del sis-
tema (5). Luego la solucion trivial del sistema (5) es:

(i) Asintdticamente estable si y solo [si;| < 1V 4;
ii) Estable cuando);| < 1 siempre que);| =1, |)\;| sea
un multiplicador simple;
u(t) = k(t)y(t) (iii) I;estable siempre que exista al menos jug,| > 1
El resultado anterior es elegante, pero calcular los multi-
plicadores de Floquet en casos practicos es casi imposible
Sin embargo, cuando la matriz de estdd@) es con-
stante por pedazos, entonces el sistema se vuelve integrabl
h(t) = ki telo, %] 3) luego la matrix de monodromia se calcula simplemente
T ke te (%71“] como el producto de las matrices de transicion de estados
sobre el periodo fundamental, es decir:

dondeA € R?*2 y x,b,c’ € R?.
Suponga que la traza [A] < 0, es decir, existe una ley (
de control peribdica [8]:

tal que (2) es estable; dond€t) = k(t +T) y T es el
peribdo mimino.

Restringiremos la ganancia periddica en el tiempg a
una ganancia contante por pedazos:

Luego, el problema puede ser formulado como sigue:
Problema 2:Dadas(A, b, c) en el sistema de lazo cer- ®(T,0) = B(T, t)®(tm, tm—1) - - . ®(1,0)
rado:
x(t) = (A + bk(t)c)x(t) (4) dondeTl > t,, > ... >t >0

Este hecho aunque practico resulta algebraicamente labo
¢ Para cuéles constantesy clal peribdoT” el sistema en rioso como se vera mas adelante.
lazo cerrado (4) es asintoticamente estable? Por otro lado, en sistemas de segundo orden el criterio de
estabilidad de los multiplicadores de Floquet es remplazad
por la evaluacién de la traza de la matriz de monodromia
El sistema en lazo cerrado (4) pertenece a los Sistem&smo se vera a continuacion.
Lineales Periddicos en el Tiempo (LPT) [14]:

[1l. ANALISIS DE ESTABILIDAD

. A. Arélsis de estabilidad para sistemas pmticos de se-
x =F(t)x (5)  gundo orden

dondeF(t) =F(t+1T). Los sistemas de segundo orden dados en (4) pueden ser
El analsis de establidad de sistemas LPT puede ser llescritos como:

vado a cabo por una variedad de técnicas bien establecidas . ]

como son: el método de perturbacion [15], el método del g+ POy +QMy =0 (6)

determinante infinito de Hill [16], entre otros. Sin embargodondeP(t +T)=Pt)y Q(t+T) = Q(t).

en este trabajo aplicaremos el teorema de Floquet [14], £ cambio de coordenadas [18]:

puesto que es el mas adecuado para desarrollar un enfoque

computacional. _ —1 [t P(t)dt
Teorema 1:(Teorema de Floquet) Cualquig@ matriz y(t) = wltje 2 b "
fundamental del sistema (5) puede ser escrita como: transforma la ecuacion (6) en:
_ Rt 1
®(t) = P(t)e i+ (1= 7P + Q)2 =0 )
dondeR, P € R"*", P es no-singular y periodicB(t) = . ) ) .,
PT+1). | La ecuacion anterior puede ser escrita como una ecuacion

Luego, ®(t + T) es también una matriz fundamentad® Hill. [19]:
del sistema (5), entonces por la propiedad de similaridad T+ (O‘Jrﬂp(t))x =0 )
de matrices®(t + T') = ®(¢)C. Aplicando el logaritmo

T
de una matriz [17], existe una matr@ = ¢R7 tal que dogdgp(t+T) = p(t) y_f? p(dt) IZ 0. de Hill d di
B(t + T) — ®(t)eRT, por tanto sit — 0 entonces xisten casos especiales de la ecuacion de Hill dependi-

C = BT — &1(0)®(T); tal expresion nos lleva a la endo de la naturaleza de la fuente de excitacion parasagtri
siguiente definicion: ’ a saber: sip(t) = cost entonces tenemos la ecuacion de

Definicion 1: (Matriz de Monodromia) Seab(t) una Mathieu [20].

matriz fundamental del sistema (5). Entonces, la matriz Por otro lado, Sp(t)_,es una funcmn cuadradz,a, entonces
se produce la ecuacion de Meissner [21]. Nbtese que el

C:=&10)®(T) sistema (4) se puede reducir a una ecuacion Meissner.
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La ecuacion de Hill escrita en variables de estado, estaonodromia de (4) esta dada por:
dada por:

. 1
X = { —a _Oﬁp(t) 0 } x = A(t)x (10) c - cos )\2% cos )\1% - ’A\—; sin )\2% sin )\1%
— A1 cos )\2% sin )\1% — Ao sin )\2% cos )\1%
Sea ® una matriz fundamental de la ecuacion (10), LcoshoZsin L + L sin AL cos Ay Z
suponga queb(0) = I entoncesC = ®(7') es la matriz A ) 7> N 2282, N T N T’
de monodromia del sistema (10). Los valores propio€de (08 A2y COSALy =5, SitAzg Sl ALY
estan dados pop()\) = A% — tr[C]\ + det[C] aplicando
la formula de Liouvillé producedet[C] = 1 entonces
Mo=1 [¢i V= ﬂ donde¢ = tr[C] = tr[®(T)] es Cuya trazag| es:
la traza de la matriz de monodromia , aplicando el teorema
2 el siguiente criterio es deducido:
Criterio 1: Sea¢ = tr[®(7T)] la traza de la matriz de T T
monodromia yx(¢) la sol[uci(On)]del sistema (10) entonces, ol = IQCOS(AQE)COS(A1§)
[20] A1 A . T, . T
(i) Si|¢| <2 entoncesr(t) es acotada [)\2 - )\1:| sin(A2 2 Jsin(A 2) 1)

(i) Si |¢| > 2 entoncese(t) es no acotada
(iii) Si |¢| = 2 entonces una soluciar(t) es periodica |
El resultado anterior establece una alternativa simple par

estudiar la estabilidad de sistemas lineales periodieos d Aho_ra, encontrar los _valorebl- y T de la ganancia .
segundo orden periddica (3) tal que el sistema (4) sea estable es necesari

resolver numéricamente la ecuacion no lineal dada por la
expresicion anterior. Sin embargo las técnicas pardveso
una ecuacion no lineal dependen de una primera aproxi-
macion para la convergencia de las raices. Por otro lddo, e
En la seccion anterior establecimos que los sistemas tRsultado anterior solo es valido pata> 3, en otro caso
segundo orden (4) pueden ser escritos como una ecuacidrmatriz de monodromia debe ser calculada nuevamente.

de Meissner, es decir como dos ecuaciones diferencialesparg solventar estos inconvenientes aplicaremos un es-
lineales con coeficientes constantes: guema que aproxime la matrix de monodromia; entre los

esquemas desarrollados hasta ahora estan [23], [24], y
) ) h recientemente por los autores [25]. El algoritmo es descrit
i+ Az = 0for(5,7] brevemente en la seccion siguiente.

V. CALCULO ALGEBRAICO DE LA MATRIZ DE
MONODROMIA PARA SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

i+ Az = 0paral0, %]

dondeX; =a+ B8y AN =a—8.

Suponga quex > 8. En ambas ecuaciones la solucién
general esx(t) = cicosAit + cosinA;t, dondec; son
constantes, sea = {cos)\it,%sin)\it} es el conjunto
minimo de vectores generadores del espacio vectorial de
soluciones, entonces la matriz de transiciobn de estados es

V. APROXIMACION SIMBOLICA DE LA MATRIZ DE
MONODROMIA

i

cos \;t L sin A\t
Wi(t) = [ —X\;sin At cos At ]

El algoritmo desarrollado en [25] utiliza el Método
Cualquier matriz fundamental de (4) esta dada poHe Taylor de ordem\/ para la resolucion de ecuaciones
Bty t1) = W(t)W(t;) dondeW™! = adj[W(t1)] diferenciales ordinarias [26]. EI Método de Taylor caécu
? luego ®(t2,11) = W (t2) adj [W(t1)], es decir: explicitamente)/ derivadas, este hecho puede ser utilizado
para desarrollar un esquema para la aproximacion sigeoli

) _ 1 i\ _
Bt 1) = { cosAi(ta —t1)  5;sinki (2 —t1) } de la matriz de monodromia en términos de sus parametros.
—Aisin; (f2 —t1) - cosAq (f2 — 1) Tal esquema esta dado en el pseudigo V.1.
La matriz fundamental de (4) en el intervald,T] es El algoritmo descrito aproxima simbolicamente la matriz

entonces®(7,0) = (7, 2)®(%,0), luego la matriz de de monodromia en términos de sus parametros. Luego, tal
puede ser utilizado para aproximar la matriz de monodromia

1[22] Sea ®(t) una matriz fundamentalk = A(t)x entonces del sistema (4) en términos de los parametrpy ko para
t . . . .
det [ (t)| = det |®(0)] elio trA(s)ds un 7" fijo. Y aplicando el criterio de la traza (1) encontrar
2W-l(y) = %&’;3} y det[W(#)] =1t € [0,T] un plano de estabilidad de los parametros.
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Algorithm V.1: MONODROMYMATRIX (A, T, n, M)

F:= A(t)xé[t];h =L1:8 :=x[t]

n’ J

A. Céalculo simiblico del plano de estabilida#; — &2

La aproximacion de la traza de la matriz de monodromia
del sistema (14) aplicando el algoritmo V.1 produce un

for :=1to ]1\141«“ polinomio en términos de los parametrosy ks:
do k= ¢ = 1.86406+ 0.254562k; + 0.178169k>
s—sitp 004575k + ... + 7.04061 " k1212
=0 i 15.08847 126132 4 .. + 6.6948320%91£0
for i:=1to 2 +7.23817 312 £5 — 1.2505k72k5°
)Scf [OTE o El polinomio anterior puede ser graficado como se mues-
fojr i - 11 0 n tra en la figura 1
do do
{xilt+h] = Si[t]‘t
t:=t+h
C:=[x} x|

V1. EJEMPLOS

Considere el sistema de segundo orden descrito por:

#(t) = (fl (112 )x(t)—i—(l?l )u(t) (12)
yt) = (e o))

dondeq; y ¢; € R.
Suponga quer[A] < 0 luego existe una ley de control
con retroalimentacon de salida periddica y constante por . .
b ay P Para obtener el plano de estabilidad— k5 aplicando el
pedazosi(t) = k(t)y(t) que estabiliza el sistema, SUpongacriterio 1 de la traza construyendo una grafica de contorno
que el perido minimo esI’ = «. Luego, el problema se i y 9
; i . dada en la figura 2.
reduce a encontrar para qué parametigh, de la ganancia

periddicak(t) 10f

o k1 tE[O,%]
k(t){ ko tE(%

Fig. 1. Calculo numeérico de plano de estabilidadco

el sistema (12) es estable.
Para encontrar tales aplicaremos el criterio 1, para lo

cual aplicando la transformacion (7) al sistema (12), este :
se transforma en una ecuacion de Meissner: 2 o ]
0 1 :

YO = | s (astea(t)’ —atarterk(t) 0 y(t) (13) |

4 -5 / /

Para fines préacticos suponga que la matriz de esdadsta
dada por: \ k’ﬁ/
A = < 0 1 > ~10} \ i /j

2 -1

cuyos valores propios sox) = 1, —2, i.e. A no es Hurwitz.
Considere qué; = 1,¢; = 1y ¢ = 1 luego el sistema
(13) se reduce a:

Fig. 2. Calculo simbolico del plano de estabilidagk2

Las regiones sombreadas corresponden a pyhio,)
0 tales que la respuesta del sistema (14) es no-acotada, mien-
y(t) = < 5RO KW )y(t) (14) tras que las regiones en blanco corresponde a soluciones
acotadas del sistema (14).
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Para corroborar los resultados expuestos se hara um
barrido del pland:; — k2 y se aplicaa integracion numérica.
B. Calculo nuntrico del plano de estabilidaél; — k- (8]

Para calcular numéricamente el plano de estabilidad
k1 — ko, para cada punto del plar(@;, k2) resolvemos el
sistema (14) para un namero fijo de peribdos, se obtiene la
norma infinita de la solucién y por cada solucion al infinitd20]
marcamos un punto en el plano de estabilidad. El resultado
de este barrido se muestra en la figura 3. [11]

[12]

(13]

(14]

[15]
[16]

(17]

(18]

[19]

-10 L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

(20]

[21]
(22]

Fig. 3. Calculo numérico de plano de estabilidad:s

Como es de esperarse nuestro enfoque del coOmpyg,
simbolico es valido.

VIlI. CONCLUSIONES [24]

El disefio de controladores variantes en el tiempo esta
relacionado con el Problema de Estabilizacion de Brockel !
el cual se considera un problema abierto en la Teoria de
Control Moderna. Este trabajo nos restringimos al disefio
de controladores periddicos contantes por pedazos en 48
temas de segundo orden. Utilizando la teoria de Floquet
se utiliza la matriz de monodromia como herramienta para
estudiar la estabilidad de tales. La matrix de monodromia
se aproxima simbolicamente en términos de los paramsetro
del controlador periddico utilizando un algoritmo basado
el Método de Taylor de Orden M, tal aproximacion permite
obtener una grafica de contorno del plano de estabilidad de
los parametros del controlador. Se realiza una comparaci’
contra una integracion numérica en el plano de parametro
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