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Abstract— Se presenta el disẽno de un controlador periódico,
constante por pedazos con retroalimentación de salida para un
sistema lineal de segundo orden invariante en el tiempo, aprox-
imando simbólicamente su matriz de monodromı́a. Se obtiene
el plano de estabilidad de los paŕametros del controlador y se
compara contra resultados de integracíon numérica.

I. I NTRODUCCIÓN

Considere el siguiente sistema lineal invariante en el
tiempo [1]

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (1)

y(t) = Cx(t)

dondeA,B,C ∈ R
n×n, x,y ∈ R

n y la operación[ ˙ ]
representa derivada con respecto al tiempot.

Suponga que la matrixA no es Hurwitz, luego es bien
conocido que siA es controlable entonces [1] la ley de
control por retroalimentación estática sin memoria:

u(t) = Kx(t)

dondeK ∈ R
n×n; estabiliza el sistema (1).

Nótese que, si solamente la saliday(t) está disponible
entonces una ley de control con retroalimentación de salida
[2]:

u(t) = Ky(t)

puede ser utilizada. Por otro lado, un observador de estado
clásico [3] es aplicable.

Sin embargo, la estabilización del sistema (1) puede
también llevada a cabo considerando una clase más general
de controladores: controladores variantes en el tiempo.

La formulación del problema sobre utilizar controladores
variantes en el tiempo es debida a Brockett [4].

Problema 1: (Problema de estabilización de Brockett)
Dadas las matricesA,B,C ∈ R

n×n del sistema (1). ¿Bajo
qué condiciones la ley de control variante en el tiempo

u(t) = K(t)y(t)

existe tal que el sistema (1) es asintóticamente estable?
El problema de estabilización de Brockett es considerado

un problema abierto de control. Una solución al problema
fué presentada por [5]
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Sin embargo, el problema de estabilización de Brockett
puede ser manejable considerando una clase reducida de
controladores variantes en el tiempo, a saber: los contro-
ladores periódicos en el tiempo.

La primera referencia en la literatura sobre el uso de
fuerzas periódicas para cambiar las propiedades de sistemas
dinámicos fue reportada por Stephenson en [6], y décadas
después por Kapitza en su famoso péndulo [7]. Esta clase
de control recibió el nombre de Control Vibracional por
Meerkov en [8]. Después, el principio de control vibracional
fue establecido en [9].

Para resolver el problema sobre el diseño de contro-
ladores periódicos, al menos dos enfoques se han desarrol-
lado. El primero enfoque usa el principio de promediación
[10], está basado en el cambio de base en las coordenadas
de estado de sistema y es sólo aplicable a una clase especial
de sistemas dinámicos [11].

El segundo enfoque está basado en el uso de funciones
periódicas constantes por pedazos [12]. Recientemente en
[13] se estableció la condición necesaria y suficiente para
la estabilización de sistemas una-entrada-una-salida uti-
lizando controladores periódicos constantes por pedazos.
Sin embargo, tales resultados son de interés teórico, y hasta
ahora no existen resultados prácticos sobre el diseño de
controladores periódicos constantes por pedazos.

El objetivo del presente trabajo es desarrollar un marco
de trabajo para el diseño de tales controladores; haciendo
énfasis en que el conjunto de sistemas estabilizables por
una retroalimentación de salida no es genérica, ver [2].
Luego, el uso de controladores periódicos con retroali-
mentación de salida proporciona una herramienta simple
de establización más flexible que la retroalimentación de
salida, esto considerando el hecho que existen sistemas que
no son establizables por una retroalimentación de salida.

El desarrollo del trabajo es como sigue: en sección II
se formula el problema a tratar. En sección III se estable
el Teorema de Floquet como herramienta para realizar un
análisis de la estabilidad en sistemas periódicos. Mientras
que en sección IV se hace el cálculo simbólico de la
matriz de monodromiı́a para justificar el enfoque de la
aproximacı́on simbólica de la matriz de monodromı́a dato
en V donde se proporciona el algoritmo para tal fin. En VI
se proporciona un ejemplo y finalmente las concluciones en
VII
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II. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

En este trabajo consideraremos sistemas lineales de se-
gundo orden de una-entrada una-salida dados por:

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t) (2)

y(t) = c′x(t)

dondeA ∈ R
2×2 y x,b, c′ ∈ R

2.
Suponga que la trazatr

[

A
]

< 0, es decir, existe una ley
de control periódica [8]:

u(t) = k(t)y(t)

tal que (2) es estable; dondek(t) = k(t + T ) y T es el
periódo mı́mino.

Restringiremos la ganancia periódica en el tiempok(t) a
una ganancia contante por pedazos:

k(t) =

{

k1 t ∈ [0, T
2 ]

k2 t ∈ (T2 , T ]
(3)

Luego, el problema puede ser formulado como sigue:
Problema 2: Dadas(A,b, c) en el sistema de lazo cer-

rado:
ẋ(t) =

(

A+ bk(t)c
)

x(t) (4)

¿Para cuáles constanteski y cúal periódoT el sistema en
lazo cerrado (4) es asintóticamente estable?

III. A NÁLISIS DE ESTABILIDAD

El sistema en lazo cerrado (4) pertenece a los Sistemas
Lineales Periódicos en el Tiempo (LPT) [14]:

ẋ = F(t)x (5)

dondeF(t) = F(t+ T ).
El análsis de establidad de sistemas LPT puede ser lle-

vado a cabo por una variedad de técnicas bien establecidas
como son: el método de perturbación [15], el método del
determinante infinito de Hill [16], entre otros. Sin embargo,
en este trabajo aplicaremos el teorema de Floquet [14],
puesto que es el más adecuado para desarrollar un enfoque
computacional.

Teorema 1:(Teorema de Floquet) CualquierΦ matriz
fundamental del sistema (5) puede ser escrita como:

Φ(t) = P(t)eRt

dondeR, P ∈ R
n×n, P es no-singular y periódicaP(t) =

P(T + t).
Luego, Φ(t + T ) es también una matriz fundamental

del sistema (5), entonces por la propiedad de similaridad
de matricesΦ(t + T ) = Φ(t)C. Aplicando el logaritmo
de una matriz [17], existe una matrizC = eRT tal que
Φ(t + T ) = Φ(t)eRT , por tanto si t = 0 entonces
C = eRT = Φ−1(0)Φ(T ); tal expresión nos lleva a la
siguiente definición:

Definición 1: (Matriz de Monodromı́a) SeaΦ(t) una
matriz fundamental del sistema (5). Entonces, la matriz

C := Φ−1(0)Φ(T )

es llamada la matriz monodromı́a del sistema (5).
Los valores propiosλi de la matriz monodromı́a, llama-
dos multiplicadores de Floquet, juegan un rol importante
para determinar la estabilidad de los sistemas LPT como
establece el siguiente teorema:

Teorema 2:Seanλi los multiplicadores Floquet del sis-
tema (5). Luego la solución trivial del sistema (5) es:

(i) Asintóticamente estable si y solo si|λi| < 1 ∨ i;
(ii) Estable cuando|λi| < 1 siempre que|λi| = 1, |λi| sea

un multiplicador simple;
(iii) Inestable siempre que exista al menos un|λiu | > 1

El resultado anterior es elegante, pero calcular los multi-
plicadores de Floquet en casos prácticos es casi imposible.

Sin embargo, cuando la matriz de estadoF(t) es con-
stante por pedazos, entonces el sistema se vuelve integrable,
luego la matrix de monodromı́a se calcula simplemente
como el producto de las matrices de transición de estados
sobre el periódo fundamentalT , es decir:

Φ(T, 0) = Φ(T, tm)Φ(tm, tm−1) . . .Φ(t1, 0)

dondeT > tm > . . . > t1 > 0
Este hecho aunque práctico resulta algebráicamente labo-

rioso como se verá más adelante.
Por otro lado, en sistemas de segundo orden el criterio de

estabilidad de los multiplicadores de Floquet es remplazado
por la evaluación de la traza de la matriz de monodromı́a
como se verá a continuación.

A. Ańalsis de estabilidad para sistemas periódicos de se-
gundo orden

Los sistemas de segundo orden dados en (4) pueden ser
escritos como:

ÿ + P (t)ẏ +Q(t)y = 0 (6)

dondeP (t+ T ) = P (t) y Q(t+ T ) = Q(t).
El cambio de coordenadas [18]:

y(t) = x(t)e−
1

2

∫
t

0
P (t)dt (7)

transforma la ecuación (6) en:

ẍ+
(

1−
1

4
P (t)2 +Q(t)

)

x = 0 (8)

La ecuación anterior puede ser escrita como una ecuación
de Hill, [19]:

ẍ+
(

α+ βp(t)
)

x = 0 (9)

dondep(t+ T ) = p(t) y
∫ T

0
p(t) = 0.

Existen casos especiales de la ecuación de Hill dependi-
endo de la naturaleza de la fuente de excitación paramétrica,
a saber: sip(t) = cos t entonces tenemos la ecuación de
Mathieu [20].

Por otro lado, sip(t) es una función cuadrada, entonces
se produce la ecuación de Meissner [21]. Nótese que el
sistema (4) se puede reducir a una ecuación Meissner.
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La ecuación de Hill escrita en variables de estado, esta
dada por:

ẋ =

[

0 1
−α− βp(t) 0

]

x = A(t)x (10)

Sea Φ una matriz fundamental de la ecuación (10),
suponga queΦ(0) = I entoncesC = Φ(T ) es la matriz
de monodromı́a del sistema (10). Los valores propios deC

están dados porp(λ) = λ2 − tr[C]λ + det[C] aplicando
la fórmula de Liouville1 producedet[C] = 1 entonces

λi = 1
2

[

φ±
√

φ2 − 4
]

dondeφ = tr[C] = tr[Φ(T )] es
la traza de la matriz de monodromı́a , aplicando el teorema
2 el siguiente criterio es deducido:

Criterio 1: Seaφ = tr[Φ(T )] la traza de la matriz de
monodromı́a yx(t) la solución del sistema (10) entonces,
[20]:

(i) Si |φ| < 2 entoncesx(t) es acotada
(ii) Si |φ| > 2 entoncesx(t) es no acotada
(iii) Si |φ| = 2 entonces una soluciónx(t) es periódica

El resultado anterior establece una alternativa simple para
estudiar la estabilidad de sistemas lineales periódicos de
segundo orden.

IV. CÁLCULO ALGEBRÁICO DE LA MATRIZ DE

MONODROMÍA PARA SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

En la sección anterior establecimos que los sistemas de
segundo orden (4) pueden ser escritos como una ecuación
de Meissner, es decir como dos ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes:

ẍ+ λ2
1x = 0 para[0, T2 ]

ẍ+ λ2
2x = 0 for (T2 , T ]

dondeλ2
1 = α+ β y λ2

2 = α− β.
Suponga queα > β. En ambas ecuaciones la solución

general esx(t) = c1 cosλit + c2 sinλit, donde cj son
constantes, seaν = {cosλit,

1
λi

sinλit} es el conjunto
mı́nimo de vectores generadores del espacio vectorial de
soluciones, entonces la matriz de transición de estados es:

W(t) =

[

cosλit
1
λi

sinλit

−λi sinλt cosλit

]

Cualquier matriz fundamental de (4) esta dada por:
Φ(t2, t1) = W(t2)W

−1(t1) dondeW−1 = adj [W(t1)]
2 luegoΦ(t2, t1) = W(t2) adj [W(t1)], es decir:

Φ(t2, t1) =

[

cosλi (t2 − t1)
1
λi

sinλi (t2 − t1)

−λi sinλi (t2 − t1) cosλi (t2 − t1)

]

La matriz fundamental de (4) en el intervalo[0, T ] es
entoncesΦ(T, 0) = Φ(T, T2 )Φ(T2 , 0), luego la matriz de

1[22] Sea Φ(t) una matriz fundamentalẋ = A(t)x entonces

det |Φ(t)| = det |Φ(0)| e
∫
t

to
trA(s)ds

2W−1(t1) =
adj[W(t1)]
detW(t1)

y det [W(t)] = 1 t ∈ [0, T ]

monodromı́a de (4) esta dada por:

C =

[

cosλ2
T
2 cosλ1

T
2 − λ1

λ2

sinλ2
T
2 sinλ1

T
2

−λ1 cosλ2
T
2 sinλ1

T
2 − λ2 sinλ2

T
2 cosλ1

T
2

1
λ1

cosλ2
T
2 sinλ1

T
2 + 1

λ2

sinλ2
T
2 cosλ1

T
2

cosλ2
T
2 cosλ1

T
2 − λ2

λ1

sinλ2
T
2 sinλ1

T
2

]

Cuya traza|φ| es:

|φ| =
∣

∣

∣
2 cos(λ2

T

2
) cos(λ1

T

2
)

−

[

λ1

λ2
+

λ2

λ1

]

sin(λ2
T

2
) sin(λ1

T

2
)
∣

∣

∣
(11)

Ahora, encontrar los valoreski y T de la ganancia
periódica (3) tal que el sistema (4) sea estable es necesario
resolver numéricamente la ecuación no lineal dada por la
expresición anterior. Sin embargo las técnicas para resolver
una ecuación no lineal dependen de una primera aproxi-
mación para la convergencia de las raı́ces. Por otro lado, el
resultado anterior sólo es válido paraα > β, en otro caso
la matriz de monodromı́a debe ser calculada nuevamente.

Para solventar estos inconvenientes aplicaremos un es-
quema que aproxime la matrix de monodromı́a; entre los
esquemas desarrollados hasta ahora están [23], [24], y
recientemente por los autores [25]. El algoritmo es descrito
brevemente en la sección siguiente.

V. A PROXIMACIÓN SIMBÓLICA DE LA MATRIZ DE

MONODROMÍA

El algoritmo desarrollado en [25] utiliza el Método
de Taylor de ordenM para la resolución de ecuaciones
diferenciales ordinarias [26]. El Método de Taylor cálcula
explicitamenteM derivadas, este hecho puede ser utilizado
para desarrollar un esquema para la aproximación simbólica
de la matriz de monodromı́a en términos de sus parámetros.
Tal esquema esta dado en el pseudocod́igo V.1.

El algoritmo descrito aproxima simbólicamente la matriz
de monodromı́a en términos de sus parámetros. Luego, tal
puede ser utilizado para aproximar la matriz de monodromı́a
del sistema (4) en términos de los parámetrosk1 y k2 para
un T fijo. Y aplicando el criterio de la traza (1) encontrar
un plano de estabilidad de los parámetros.
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Algorithm V.1: MONODROMYMATRIX (A, T, n,M )

F := A(t)xi
j [t];h := T

n
;S := xi

j [t]
for l := 1 to M

do











F :=
dF

dt

S := S+
hl

l!
F

t:=0;
for i := 1 to 2

do



































Si := S

xi
j [0] = ei

for j := 1 to n

do
{

xi
j [t+ h] := Si[t]

∣

∣

∣

t

t := t+ h

C :=
[

x1
n x2

n

]

VI. EJEMPLOS

Considere el sistema de segundo orden descrito por:

ẋ(t) =

(

0 1
a1 a2

)

x(t) +

(

0
b1

)

u(t) (12)

y(t) =
(

c1 c2
)

x(t)

dondeai y ci ∈ R.
Suponga quetr[A] < 0 luego existe una ley de control

con retroalimentacón de salida periódica y constante por
pedazosu(t) = k(t)y(t) que estabiliza el sistema. Suponga
que el periódo mı́nimo esT = π. Luego, el problema se
reduce a encontrar para qué parámetrosk1,k2 de la ganancia
periódicak(t)

k(t) =

{

k1 t ∈ [0, π2 ]
k2 t ∈ (π2 , π]

el sistema (12) es estable.
Para encontrar tales aplicaremos el criterio 1, para lo

cual aplicando la transformación (7) al sistema (12), este
se transforma en una ecuación de Meissner:

ẏ(t) =

(

0 1

4−
(

a2+c2k(t)
)

2

−4(a1+c1k(t))

4 0

)

y(t) (13)

Para fines prácticos suponga que la matriz de estadoA esta
dada por:

A =

(

0 1
2 −1

)

cuyos valores propios sonλi = 1,−2, i.e.A no es Hurwitz.
Considere queb1 = 1, c1 = 1 y c2 = 1 luego el sistema

(13) se reduce a:

ẏ(t) =

(

0 1

− 5
4 − k(t)

2 − k(t)2

4 0

)

y(t) (14)

A. Cálculo simb́olico del plano de estabilidadk1 − k2

La aproximación de la traza de la matriz de monodromı́a
del sistema (14) aplicando el algoritmo V.1 produce un
polinomio en términos de los parámetrosk1 y k2:

φ = 1.86406+ 0.254562k1 + 0.178169k21

+0.04575k31 + ...+ 7.04061
−11

k121 k22

+5.0884−12k131 k22 + ...+ 6.6948−329k911 k962

+7.2381−331k921 k962 − 1.2505k921 k962

El polinomio anterior puede ser graficado como se mues-
tra en la figura 1

-5

0

5
-5

0

5

-2

0

2

Fig. 1. Cálculo numérico de plano de estabilidadk1k2

Para obtener el plano de estabilidadk1 − k2 aplicando el
criterio 1 de la traza construyendo una gráfica de contorno
dada en la figura 2.

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

k1

k 2

Fig. 2. Cálculo simbólico del plano de estabilidadk1k2

Las regiones sombreadas corresponden a puntos(k1, k2)
tales que la respuesta del sistema (14) es no-acotada, mien-
tras que las regiones en blanco corresponde a soluciones
acotadas del sistema (14).
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Para corroborar los resultados expuestos se hará un
barrido del planok1−k2 y se aplicaá integración numérica.

B. Cálculo nuḿerico del plano de estabilidadk1 − k2

Para calcular numéricamente el plano de estabilidad
k1 − k2, para cada punto del plano(k1, k2) resolvemos el
sistema (14) para un número fijo de periódos, se obtiene la
norma infinita de la solución y por cada solución al infinito
marcamos un punto en el plano de estabilidad. El resultado
de este barrido se muestra en la figura 3.

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

Fig. 3. Cálculo numérico de plano de estabilidadk1k2

Como es de esperarse nuestro enfoque del cómputo
simbólico es válido.

VII. C ONCLUSIONES

El diseño de controladores variantes en el tiempo está
relacionado con el Problema de Estabilización de Brockett
el cual se considera un problema abierto en la Teorı́a de
Control Moderna. Este trabajo nos restringimos al diseño
de controladores periódicos contantes por pedazos en sis-
temas de segundo orden. Utilizando la teorı́a de Floquet
se utiliza la matriz de monodromı́a como herramienta para
estudiar la estabilidad de tales. La matrix de monodromı́a
se aproxima simbólicamente en términos de los parámetros
del controlador periódico utilizando un algoritmo basadoen
el Método de Taylor de Orden M, tal aproximación permite
obtener una gráfica de contorno del plano de estabilidad de
los parámetros del controlador. Se realiza una comparaci´on
contra una integración numérica en el plano de parámetros.
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